PLAN WYNIKOWY
(zakres podstawowy i rozszerzony)

klasa 1.

Wstep

Plan wynikowy ksztatcenia matematycznego jest dostosowany do programu nauczania matematyki w liceach i technikach — zakres
podstawowy i rozszerzony, autorstwa Marcina Kurczaba, Elzbiety Kurczab i Elzbiety Swidy, zamieszczonego na stronie internetowej
www.pazdro.com.pl wiosng 2012 roku. Jest on przeznaczony dla nauczycieli oraz uczniéw pracujacych z podrecznikiem ,Matematyka.
Podrecznik do licedw i technikdw. Zakres podstawowy i rozszerzony” — numer ewidencyjny w wykazie podrecznikéw: 563/1/2012 oraz
zbiorami zadan do matematyki, autorstwa Elzbiety Kurczab, Marcina Kurczaba i Elzbiety Swidy, wydanymi przez Oficyne Edukacyjng *
Krzysztof Pazdro.

Plan jest wykazem wiadomosci i umiejetnosci, jakie powinien mieé uczen ubiegajacy sie o okreslone oceny na poszczegdlnych etapach
edukacji w liceum lub w technikum.

Wymagania stawiane przed uczniem podzielilismy na trzy grupy:
¢ Wymagania podstawowe (zawierajg wymagania konieczne);

¢ Wymagania dopetniajgce (zawierajg wymagania rozszerzajace);
¢ Wymagania wykraczajgce.

Wymagania wykraczajgce zawierajg w sobie wymagania dopetniajgce, te zas zawierajg wymagania podstawowe.

Ocene dopuszczajgcg powinien otrzymac uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce 40-60% wymagan
podstawowych, za$ ocene dostateczng uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 60 % wymagan
podstawowych.

Ocene dobrag powinien otrzymac uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce do 75% wymagan dopetniajacych, za$
ocene bardzo dobrg uczen, ktéry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci stanowigce powyzej 75% wymagan dopetniajgcych.




Ocene celujacg powinien uzyskac uczen, ktdry opanowat wiedze i zdobyt umiejetnosci zawarte w wymaganiach wykraczajacych.
Tematy, ktére moga nie by¢ realizowane w zakresie podstawowym, zostaty oznaczone symbolem (R).

Aby utatwié nauczycielom, uczniom i ich rodzicom korzystanie z planu wynikowego, dla poszczegdlnych wymagan przedstawiamy
przyktadowe zadania, ktére doktadniej okreslajg stopien trudnosci problemédw wymaganych na poszczegdlne oceny. Przedstawione
zadania nie mogg w zadnym wypadku stanowié przyktadowego zbioru zadan, z ktérego nauczyciel powinien czerpa¢ zadania na
ewentualny egzamin sprawdzajacy, lecz majg jedynie wskaza¢ stopien trudnosci zadan na poszczegdlne oceny.

Plan wynikowy nie moze by¢ ,dokumentem sztywnym”. Zaktadamy, ze kazdy nauczyciel zmodyfikuje ten plan, dostosowujac go zaréwno
do liczby godzin przeznaczonych na realizacje materiatu, jak i do mozliwosci uczniéw.

Nauczycieli, ktérzy beda korzysta¢ z przygotowanego przez nas planu wynikowego, prosimy o wskazéwki i uwagi.
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1. Wprowadzenie do matematyki. Pojecia podstawowe

Tematyka zaje¢:
e Zdanie. Zaprzeczenie zdania
¢ Koniunkcja zdan. Alternatywa zdan

¢ Implikacja. Rbwnowaznos¢ zdan. Definicja. Twierdzenie

¢ Prawa logiczne. Prawa De Morgana

e Zbiér. Dziatania na zbiorach

e Zbiory liczbowe. O$ liczbowa

e Rozwigzywanie prostych rownan

¢ Przedziaty

* Rozwigzywanie prostych nieréwnosci
e Zdanie z kwantyfikatorem

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi odréznié zdanie logiczne od innej
wypowiedzi;

— umie okresli¢ wartosc logiczng zdania
prostego;

— potrafi zanegowac zdanie proste i okreslié
wartos¢ logiczng zdania zanegowanego;

— potrafi rozpoznac zdania w postaci koniunkgcji,
alternatywy, implikacji i rownowaznosci zdan;
— potrafi zbudowad zdania ztozone w postaci
koniunkcji, alternatywy, implikacji

i rownowaznosci zdan z danych zdan prostych;
— potrafi okresli¢ wartosci logiczne zdan
ztozonych, takich jak koniunkcja, alternatywa,
implikacja i réwnowaznosé zdan;

— potrafi odréznié¢ definicje od twierdzenia;

— zna prawa De Morgana (prawo negacji
alternatywy oraz prawo negacji koniunkcji)

Uczen:

— potrafi budowadé zdania ztozone i oceniaé ich
wartosci logiczne;

— potrafi wnioskowac o wartosciach zdan
sktadowych wybranych zdan ztozonych na
podstawie informacji o wartosciach logicznych
zdan ztozonych;

— zna prawo negacji implikacji i potrafi je
stosowaé w praktyce;

— potrafi, na podstawie implikacji proste;j,
utworzy¢ implikacje odwrotng, przeciwng oraz
przeciwstawng;

— wie, ze rownowazne sg implikacje: prosta

i przeciwstawna oraz odwrotna i przeciwna;

— potrafi negowacd zdania ztozone;

— rozumie budowe twierdzenia matematycz-
nego; potrafi wskazaé jego zatozenie i teze;

— potrafi zbudowad twierdzenie odwrotne do

Uczen:

— potrafi stosowaé wiadomosci z logiki do
whnioskowania matematycznego;

— potrafi stosowac dziatania na zbiorach do
whnioskowania na temat wtasnosci tych zbioréw;
— potrafi okresli¢ dziedzine i zbiér elementéw
spetniajacych rownanie z jedng niewiadoma,
zawierajgce wyrazenia wymierne lub pierwiastek
stopnia drugiego.




i potrafi je stosowac;

— potrafi okresli¢ wartosc¢ logiczng zdania, ktore
jest negacjg koniunkgcji, oraz zdania, ktore jest
negacja alternatywy zdan prostych;

— zna takie pojecia, jak: zbiér pusty, zbiory
réowne, podzbior zbioru;

— zna symbolike matematyczng dotyczaca
zbioréw (g, ¢, U, N, —, <, @);

— potrafi podac przyktady zbioréow (w tym
przyktady zbioréw skonczonych oraz
nieskonczonych);

— potrafi okresli¢ relacje pomiedzy elementem
i zbiorem;

— potrafi okreslaé relacje pomiedzy zbiorami
(réwnosc zbioréw, zawieranie sie zbiorow,
roztgcznosc zbiordw);

— zna definicje sumy, iloczynu, réznicy zbioréw;
— potrafi wyznaczac sume, iloczyn i réznice
zbioréw skonczonych;

— potrafi wyznaczy¢ sume, réznice oraz czesc
wspblng podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych:
N, C, NW, w;

— potrafi rozrézniaé liczby naturalne, catkowite,
wymierne, niewymierne;

— potrafi przedstawic liczbe wymierng w postaci
utamka zwyktego i w postaci rozwiniecia
dziesietnego;

— umie zamienic¢ utamek o rozwinieciu
dziesietnym nieskoriczonym okresowym na
utamek zwykty;

— potrafi zaznacza¢ liczby wymierne na osi
liczbowej;

— rozumie pojecie przedziatu, rozpoznaje
przedziaty ograniczone i nieograniczone;

danego oraz oceni¢ prawdziwos¢ twierdzenia
prostego i odwrotnego;

— potrafi sprawnie postugiwac sie symbolikg
matematyczng dotyczacg zbiorow;

— potrafi podaé przyktady zbioréw A i B, jesli
dana jest suma A U B, iloczyn A N B albo rdznica
A-B;

— zna pojecie dopetnienia zbioru i potrafi
zastosowad je w dziataniach na zbiorach;

— potrafi wyznaczy¢ dopetnienie przedziatu lub
dopetnienie zbioru liczbowego skoriczonego

w przestrzeni R;

— potrafi przeprowadzi¢ proste dowody, w tym
dowody ,nie wprost”, dotyczace wtasnosci liczb
rzeczywistych;

— potrafi oceniaé wartosci logiczne zdan,

w ktérych wystepuja zaleznosci pomiedzy
podzbiorami zbioru R;

— potrafi wyznaczy¢ dziedzine réwnania z jedna
niewiadoma, w przypadku, gdy trzeba rozwigzac
koniunkcje warunkdw;

— potrafi podaé przyktad réwnania sprzecznego
oraz rdwnania tozsamosciowego;

— potrafi wskazaé przyktad nieréwnosci
sprzecznej oraz nierownosci tozsamosciowej;

— rozumie zwrot ,dla kazdego x ....... " oraz
Histnieje takie x, ze ....... ” | potrafi stosowac te
zwroty w budowaniu zdan logicznych;

— potrafi zapisa¢ symbolicznie zadnie

z kwantyfikatorem;

— potrafi oceni¢ wartos¢ logiczng zdania

z kwantyfikatorem;

—zna prawa De Morgana dla zdan

z kwantyfikatorem;




— potrafi zapisac¢ za pomoca przedziatow zbiory
opisane nierdwnosciami;

— potrafi zaznaczyé na osi liczcbowej podany
przedziat liczbowy;

— potrafi wyznaczy¢ sume, rdznice oraz cze$é
wspolng przedziatow;

— wie, co to jest rownanie (nierownosé) z jedng
niewiadoma;

— potrafi okresli¢ dziedzine réwnania;

— zna definicje rozwigzania réwnania
(nieréwnosci) z jedng niewiadoma;

— wie, jakie réwnanie nazywamy réwnaniem
sprzecznym, a jakie rownaniem
tozsamosciowym;

— wie, jaka nieréwnosé nazywamy sprzeczng,

a jaka nierédwnoscig tozsamosciowa.

— potrafi zanegowac zdanie z kwantyfikatorem
i podac¢ wartos¢ logiczng zdania po negacji.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

WSsrdd ponizszych wypowiedzi znajdujg sie
zdania logiczne. Wskaz je. Ocen warto$ci logiczne
zdan.

1) Wyjdz do ogrodul!

2) Czy dzisiaj jest klasowka z matematyki?

3) Liczba 3 jest wieksza od liczby 8.

4) Liczba a jest liczbg parzysta.

5) Warszawa jest stolicg Polski.

Zadanie 2.

Dane jest zdanie: 2 jest liczbg parzystg i liczba 5
nie jest podzielna przez 3”.

a) Ocen wartos$¢ logiczng zdania.

b) Napisz zaprzeczenie zdania; podaj prawo

Zadanie 1.

Wiadomo, ze ponizsze zdania ztozone sg
fatszywe. Co mozna powiedzie¢ o zdaniach
prostych tworzacych dane zdania?

a) Ania posztfa do Kasi lub Ania poszta do Oli.

b) Jesli Bartek bedzie grat w gry komputerowe, to
nie pdjdzie do kina.

Zadanie 2.

Napisz negacje zdania:

a) Pojade na wie$ lub zostane w domu

i posprzatam swoj pokaj.

b) Nie wyjde z domu i obejrze film lub poczytam
ksigzke.

c) Jesli zdam dobrze mature z matematyki, to

Zadanie 1.

Na pytanie, ktory z trzech studentéw studiowat
logike otrzymano nastepujgca odpowiedz:
Jesli studiowat Marek, to studiowat tez Wacek
i nieprawdgq jest, Ze jesli studiowat Tomek, to
studiowat Wacek”

Ktéry z chtopcédw studiowat logike?

Zadanie 2.
Co mozna powiedzie¢ o zbiorach A i B, jesli:
a)ANB=B;, b)AUBCA, c)A-B=ANB?

Zadanie 3.
Podaj przyktad rownania z jedng niewiadomg,
ktdrego dziedzing jest zbior:




logiczne, z ktérego skorzystates.

Zadanie 3.

Ocen wartos¢ logiczng zdan:
a)-3’=9 b)1}-2*=~(-1)}
c)3-(1-8)<-3-(8-1)

Zadanie 4.

a) Wyznacz zbiory: AU B, Cn D, A—C, jesli:
A={-3,-2,-1,3,4},B={-2,0,1,3},
c={2,-1,0,1, 2}

b) Wykonaj dziatania na zbiorach:
C-N,WUNW, WANR.

¢) Wykonaj dziatania na przedziatach:

(2,5) U3, 8); (-=,3)-(0,9);

(-7, 8) N (=7, +o0).

Zadanie 5.

Przedstaw liczbe 2,3(04) w postaci utamka
zwyktego nieskracalnego. Czy dana liczba jest
wymierna czy niewymierna?

Zadanie 6.

Dane jest réwnanie z niewiadoma x:
X— \/52 3.

a) Podaj dziedzine tego réwnania.
b) Jaka liczba spetnia to réwnanie?

dostane sie na studia i zostane inzynierem.

Zadanie 3.

Ocen wartos¢ logiczng danego twierdzenia.
Nastepnie sformutuj twierdzenie odwrotne do
danego i okresl, czy jest ono fatszywe, czy
prawdziwe.

a) Jesli liczba catkowita jest podzielna przez 3

i przez 7, to liczba ta jest podzielna przez 21.
b) Jesli liczba naturalna jest podzielna przez 3
i przez 6, to liczba ta jest podzielna przez 18.

Zadanie 4.

Zbiér A U B ma 7 elementéw, zbiér B ma 4 ele-
menty, zas zbior A ma 5 elementéw. lle elemen-
téw ma zbiér A N B?

Zadanie 5.
Wiedzac, ze 7 jest liczbg niewymierng wykaz, ze
liczba 2 — 1 tez jest liczbg niewymierna.

Zadanie 6.

a) Wyznacz zbiory:

(-3,2) "N; €C—(5,+x); C.u (4, +x);
(2,5)-N.

b) Znajdz dopetnienie danego zbioru w
przestrzeni R: A=(-7,+x); B={-4,3,5},
Cc=(2, 8) v {0}

Zadanie 7.

Podaj przyktad réwnania:

a) ktérego zbidr rozwigzan jest
jednoelementowy;

b) ktérego zbidr rozwigzan jest dwuelementowy;

a) R —{-3, 0}i ktére ma tylko dwa rozwigzania:
2,3;
b) (2, +0) i ktére ma tylko jedno rozwigzanie 2.

Zadanie 4.

Okresl warto$¢ logiczng zdania i podaj jego
zaprzeczenie:

a) /\ (x+2>0Ax<1000)

xeN

b) v(5>1vxgo).

xeC,\ 2

Zadanie 5.

Przedstaw na osi liczbowej zbiér tych liczb
rzeczywistych, ktére spetniajg implikacje
(x+3)(x-2)=0 = x<2.




c) ktdre jest sprzeczne;
d) ktdre jest tozsamosciowe.
Zadanie 8.

Ocen wartoéé logiczng zdania: A x% >0.

xeR

Napisz zaprzeczenie tego zdania.

2. Dziatania w zbiorach liczbowych

Tematyka zajeé:

Zbior liczb naturalnych

Zbidr liczb catkowitych

Zbidr liczb wymiernych i zbidr liczb niewymiernych

Prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych

Rozwigzywanie réwnan — metoda réwnan rownowaznych
Rozwigzywanie nieréwnosci — metoda nieréwnosci réwnowaznych
Procenty

Punkty procentowe

Wartos$¢ bezwzgledna. Proste réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna
(R) Wtasnosci wartosci bezwzglednej

Przyblizenia, btad bezwzgledny i btgd wzgledny, szacowanie

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

Uczen:

— potrafi wskaza¢ liczby pierwsze i liczby ztozone; |- zna definicje liczb wzglednie pierwszych;

— zna i potrafi stosowac cechy podzielnosci liczb

— zna i stosuje w obliczeniach zaleznos¢

naturalnych (przez 2, 3, 4,5, 6, 8, 9, 10);
— potrafi roztozy¢ liczbe naturalng na czynniki
pierwsze;

— potrafi wyznaczy¢ najwiekszy wspdlny dzielnik

i najmniejszg wspolng wielokrotnos¢ liczb

dotyczacg liczb naturalnych réznych od zera:
NWD(a, b) - NWW(a, b) =a - b;

— potrafi wykonad dzielenie z resztg w zbiorze
liczb catkowitych ujemnych;

— potrafi podaé zapis symboliczny wybranych

Uczen:

— potrafi rozwigzywad zadania tekstowe

o podwyzszonym stopniu trudnosci, dotyczace
wiasnosci liczb rzeczywistych;

— potrafi zbadac¢ liczbe rozwigzan réownania typu
|[x—al| + |b— x| =m, gdzie a i b sg danymi
liczbami, zas m — jest parametrem.




naturalnych;

— potrafi wykona¢ dzielenie z resztg w zbiorze
liczb naturalnych;

— zna definicje liczby catkowitej parzystej oraz
nieparzystej;

— potrafi sprawnie wykonywa¢ dziatania na
utamkach zwyktych i na utamkach dziesietnych;
—zna i stosuje w obliczeniach kolejnos¢ dziatan
i prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych;

— potrafi poréwnywad liczby rzeczywiste;

— zna witasnos¢ proporcji i potrafi stosowac jg do
rozwigzywania réwnan zawierajgcych proporcje;
— zna twierdzenia pozwalajgce przeksztatcac

w sposob réwnowazny rdwnania i nierdwnosci;
— potrafi rozwigzywad réwnania z jedna
niewiadomg metodg rownan rownowaznych;

— potrafi rozwigzywac nieréwnosci z jedng
niewiadomg metodg nieréwnosci
rownowaznych;

— potrafi obliczy¢ procent danej liczby, a takze
wyznaczyc¢ liczbe, gdy dany jest jej procent;

— potrafi obliczy¢, jakim procentem danej liczby
jest druga dana liczba;

— potrafi okresli¢, o ile procent dana wielkos¢
jest wieksza (mniejsza) od innej wielkosci;

— potrafi postugiwac sie procentem w prostych
zadaniach tekstowych (w tym wzrosty i spadki
cen, podatki, kredyty i lokaty);

— rozumie pojecie punktu procentowego i potrafi
sie nim postugiwag;

— potrafi odczytywaé dane w postaci tabel

i diagramow, a takze przedstawiac dane

w postaci diagramdéw procentowych;

— potrafi odczytywaé dane przedstawione

liczb, np. liczby parzystej, liczby nieparzyste;j,

liczby podzielnej przez dang liczbe catkowitg,

wielokrotnosci danej liczby; zapis liczby, ktéra

w wyniku dzielenia przez dang liczbe catkowita

daje wskazang reszte;

— potrafi zapisa¢ symbolicznie zbidér na

podstawie informacji o jego elementach;

— potrafi wymieni¢ elementy zbioru zapisanego

symbolicznie;

— potrafi wykaza¢ podzielnosé liczb catkowitych,

zapisanych symbolicznie;

— umie podad czes¢ catkowitg kazdej liczby

rzeczywistej i czes¢ utamkowg liczby wymiernej;

— wie, kiedy dwa réwnania (dwie nieréwnosci) sg

rownowazne i potrafi wskazaé rownania

(nierdwnosci) rownowazine;

— potrafi rozwigzac proste réwnania wymierne
1, x-5_

x+7 Z " ox-2

— rozumie zmiany bankowych stép

procentowych i umie wyrazaé je w punktach

procentowych (oraz bazowych);

— potrafi zaznaczy¢ na osi liczbowej zbiory

opisane za pomocg réwnan i nierdwnosci

z wartoscig bezwzgledna typu: [ x—a | = b,

|[x—a|<b,|x—a|>b,|x—a|<bh,|x—a|>b;

— potrafi na podstawie zbioru rozwigzan

nierownosci z wartoscig bezwzglednga zapisac te

nierownos¢;

—zna whasnosci wartosci bezwzglednej i potrafi

je stosowac w rozwigzywaniu zadan o srednim

stopniu trudnosci;

— potrafi oszacowac wartosc liczby niewymierne;j.

typu

’




w tabeli lub na diagramie i przeprowadzac
analize procentowq przedstawionych danych;
— zna definicje wartosci bezwzgledne;j liczby

— potrafi obliczy¢ wartos¢ bezwzgledng liczby;
— umie zapisac i obliczy¢ odlegtos¢ na osi
liczbowej miedzy dwoma dowolnymi punktami;
— potrafi wyznaczy¢ przyblizenie dziesietne liczby
rzeczywistej z zgdang doktadnoscig;

— potrafi obliczy¢ btad bezwzgledny i btad
wzgledny danego przyblizenia;

— potrafi obliczy¢ btad procentowy przyblizenia;
— potrafi szacowac wartosci wyrazen.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Bartek i Jurek postanowili zmierzy¢ odlegtos¢
namiotu od przystani za pomocg swoich krokdow.
Bartek stawia kroki o dtugosci 48 cm, natomiast
Jurek o dtugosci 56 cm. W jakiej odlegtosci od
namiotu znajduje sie przystan, jesli slady stop
chtopcédw pokryty sie 15 razy? Wynik wyraz w
metrach.

Zadanie 2.
Znajdz liczbe wymierng, ktora znajduje sie na osi
liczbowej miedzy liczbami:

altil p2i% gvzi3
8 6 7 7
Zadanie 3.
a) Rozwigz nieréwnosé:
X_Z—X+5>5—x.
3

Zadanie 1.

Wyznacz zbiory (AnB)-D, AuB, (A-B)-D,
jesli:A={x:x e Ci xe (-3, 4)},
B=(-1,2),D={x:x e Ri|x-2|=4}

Zadanie 2.
Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb
catkowitych jest podzielna przez 3.

Zadanie 3.
Korzystajgc z interpretacji geometrycznej
wartosci bezwzglednej, rozwigz réwnanie:

|x +3,5| =5.
a) Podaj najmniejszg liczbe pierwszg, ktdra jest
wieksza od rozwigzan tego rownania.

la—b|

b) Wyznacz odwrotnos¢ liczby Y gdziea, b

sg rozwigzaniami danego réwnania.

Zadanie 1.

lloczyn dwéch liczb naturalnych dodatnich
wynosi 1728, a najwiekszy ich wspdlny dzielnik
rowna sie 24. Znajdz te liczby.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych,
spetniajacych rdwnanie:

X-y—=2y=5-x.

Zadanie 3.
Wyznacz wszystkie liczby pierwsze a i b, ktore
spetniajg warunek: a*—1=2b%.

Zadanie 4.

Zbadaj liczbe rozwigzan réwnania
|[x—6|+[1+x|=m

ze wzgledu na wartos¢ parametru m.
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b) Podaj najmniejszg liczbe pierwsza spetniajaca
te nieréwnosc.

Zadanie 4.

Jabtka zdrozaty o0 20% i wéwczas cena jednego

kilograma jabtek wynosita 4,80 zt. O ile procent
cena jabtek przed podwyzka byta nizsza niz po

podwyzce?

Zadanie 5.

Uczestnicy obozu jezykowego postugiwali sie
trzema jezykami obcymi: angielskim (A),
hiszpanskim (H) i niemieckim (N), zgodnie

z nastepujacym podziatem procentowym:

a) Jaki procent wszystkich uczestnikéw obozu
znato jezyk angielski?

b) Jaki procent oséb znajacych jezyk niemiecki
znato réwniez pozostate dwa jezyki?

¢) Oile punktow procentowych wiecej byto na
obozie 0s6b ze znajomoscia tylko jezyka
angielskiego od oséb, ktére znaty tylko jezyk
hiszpanski?

d) O ile procent mniej byto na obozie ucznidw,
ktdrzy znali tylko jezyk hiszpanski od ucznidw,
ktdérzy znali jezyk angielski lub niemiecki?

Zadanie 4.
a) Oblicz: |2-34/3 |

b) Rozwiaz nieréwnosé: Vx> +6x+9 >4

c) Przedziat liczbowy (-5, 7) jest zbiorem
rozwigzan pewnej nierdwnosci z wartoscia
bezwzgledna. Zapisz te nieréwnosc.

Zadanie 5.

Wykaz, ze reszta z dzielenia przez 3 sumy kwa-
dratéw trzech dowolnych kolejnych liczb
catkowitych wynosi 2.

Zadanie 6.

Rozwigz:

a) réwnanie [x+1|+|x*'=1]=0

b) nieréwnos¢ |2 —x| + |x - (x=2)| <0.

Zadanie 7.
Sprawdz (nie uzywajac kalkulatora), czy liczba

245 -1
5

nalezy do przedziatu (% 1).
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Zadanie 6.
a) Poréwnaj liczby:

a=| %—H orazb=|-1,5].
b) Oblicz odlegtos¢ miedzy liczbami —6i12.
c) Rozwigz rownanie |x|=3 i nierédwnos¢ | x|<5.

Zadanie 7.

Na zawodach w skokach narciarskich komentator
sportowy ocenit pierwszy skok zawodnika na

122 m, podczas gdy skoczek osiggnat dtugosc
skoku réwng 124,5 m. Drugi skok miat dtugos¢
123,5 m, za$ komentator ocenit go na 126 m.

W ktorym przypadku komentator popetnit
wiekszy btad?

3. Wyrazenia algebraiczne

Tematyka zajec:

¢ Potega o wykfadniku naturalnym

¢ Pierwiastek arytmetyczny. Pierwiastek stopnia nieparzystego z liczby ujemnej
¢ Dziafania na wyrazeniach algebraicznych

e Wzory skréconego mnozenia, cz.1

¢ (R) Wzory skroconego mnozenia, cz.2

¢ Potega o wykfadniku catkowitym ujemnym
¢ Potega o wyktadniku wymiernym

¢ Potega o wyktadniku rzeczywistym

¢ Dowodzenie twierdzen

e Okreslenie logarytmu

¢ (R) Zastosowanie logarytmow

¢ Przeksztatcanie wzoréw

e Srednie
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi wykonywa¢ dziatania na potegach

o wyktadniku naturalnym, catkowitym

i wymiernym;

— zna prawa dziatan na potegach o wyktadnikach
wymiernych i stosuje je w obliczeniach;

— potrafi zapisac liczbe w notacji wyktadniczej;

— sprawnie sprowadza wyrazenia algebraiczne do

najprostszej postaci i oblicza ich wartosci dla
podanych wartosci zmiennych;

— potrafi wytaczaé wspdlny czynnik z réznych
wyrazen;

— potrafi sprawnie postugiwac sie wzorami
skréconego mnozenia:

(a—b)’~a*~2ab+ b’

(a+b)*~d*+2ab + b’

a’—b*=(a-b)(a+b)

i sprawnie wykonuje dziatania na wyrazeniach,
ktére zawierajg wymienione wzory skréconego
mnozenia;

— potrafi usuwaé niewymiernos$¢ z mianownika
utamka, stosujgc wzor skréconego mnozenia
(réznice kwadratéw dwdch wyrazen);

— zna pojecie pierwiastka arytmetycznego

z liczby nieujemne;j i potrafi stosowac prawa
dziatan na pierwiastkach w obliczeniach;

— potrafi oblicza¢ pierwiastki stopnia
nieparzystego z liczb ujemnych;

— potrafi dowodzi¢ proste twierdzenia;

— zna definicje logarytmu i potrafi oblicza¢
logarytmy bezposrednio z definicji;

— sprawnie przeksztatca wzory matematyczne,
fizyczne i chemiczne;

Uczen:

—zna nastepujace wzory skréconego mnozenia:
(a—b)*=a®-3a’b + 3ab* - b*

(a +b)’=a® +3a°b + 3ab* + b*

a’- b’= (a - b)(a’+ ab + b°)

a*+ b= (a + b)(a*— ab + b?);

— sprawnie przeksztatca wyrazenia zawierajace
powyzsze wzory skréconego mnozenia;

— potrafi usungé niewymiernos¢ z mianownika
utamka, stosujac wzor skréconego mnozenia na
sume (réznice szescianéw)

— sprawnie przeksztatca wyrazenia algebraiczne
zawierajgce potegi i pierwiastki;

— sprawnie zamienia pierwiastki arytmetyczne na

potegi o wyktadniku wymiernym i odwrotnie;

— sprawnie wykonywac dziatania na potegach

o wykfadniku rzeczywistym;

— potrafi wytgczaé wspdlng potege poza nawias;
— potrafi roztozy¢ wyrazenia na czynniki metoda
grupowania wyrazow lub za pomocg wzoréw
skréconego mnozenia;

— potrafi oszacowac¢ wartos$¢ potegi o wyktadniku

rzeczywistym;

— potrafi dowodzié twierdzenia, postugujac sie
dowodem wprost;

— potrafi dowodzié twierdzenia, postugujac sie
dowodem nie wprost;

—zna i potrafi stosowaé wtasnosci logarytméw
w obliczeniach;

— stosuje $rednig arytmetyczng, srednig wazong

i Srednig geometryczng w zadaniach tekstowych.

— Uczen:

— potrafi sprawnie dziata¢ na wyrazeniach
zawierajacych potegi i pierwiastki

z zastosowaniem wzordow skroconego mnozenia;
— potrafi sprawnie rozktadaé wyrazenia
zawierajace potegi i pierwiastki na czynniki,
stosujac jednoczesnie wzory skroconego
mnozenia i metode grupowania wyrazéw;

— potrafi wykorzystac pojecie logarytmu (a takze
cechy i mantysy logarytmu dziesietnego)

w zadaniach praktycznych.
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— zna pojecie Sredniej arytmetycznej, Sredniej
wazonej i sredniej geometrycznej liczb oraz
potrafi obliczy¢ te srednie dla podanych liczb.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Oblicz wartos¢ wyrazenia:

1 2
5 T e | L [zme
95
Zadanie 2.
Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka:
a) 3-42 J8 -4
3+42 2-42

Zadanie 3.

Wytacz wspdlny czynnik poza nawias:
a) (a—b)—(a-b)

b) (b —a)xy + (a — b)xyz — (b — a)z*.

b)

Zadanie 4.
Wykaz, ze jesli a i b sg liczbami dodatnimi to

a+b 22@.

Zadanie 5.
Oblicz: 3log(log,32 - logs25).

Zadanie 6.
Wyznacz podang wielko$¢ ze wzoru:

a1l p=2m(r+hy; b
f x vy
Zadanie 7.

Zadanie 1.
Sprowadz wyrazenie:

4 -3
(- y )t [lj % do najprostszej
y) vy
postacii oblicz jego wartos¢ dla y = \/2\/5 .

Zadanie 2.
Oblicz wartosé wyrazenia:

1 17?
1), 1Y)2
4-122 +{4+122J

Zadanie 3.

Wykaz, ze:

a) liczba 6 +3 -6 —4. 6" jest podzielna
przez 5.

b) liczba 5% — 1 jest podzielna przez 31.

Zadanie 4.
Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka

1
9-336+336

Zadanie 1.

Wykaz, ze liczba /3-2v2 —4/4 jest catkowita.

Zadanie 2.

Roztéz na czynniki wyrazenia:
a)x*+1

b) x* — 5x* — 8x* + 40.

Zadanie 3.
Usun niewymiernos¢ z mianownika utamka
1

V14 +421+4/15 +4/10

Zadanie 4.
Wykaz, ze jesli liczby x, y, z sg dodatnie i

x+y+z=1to l+1+129.
X y z

Zadanie 5.

Oblicz wartos¢ pH kwasu solnego, wiedzac, ze
stezenie jondw wodorowych w tym kwasie jest
réwne 0,05 mol/dm?. Wynik podaj w przyblizeniu
dziesietnym, z doktadnoscig do jednego miejsca
po przecinku.
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Ponizszy diagram przedstawia wynagrodzenie
brutto pracownikow pewnej firmy w tym

miesigcu.
10+
9_
8_
74
[
54
4]
3
7
1_ 1600 | 1860 | 2620 | 3150 4200'
wynagrodzenie miesigczne (brutto) [z1]

liczba oséb

a) Oblicz srednie wynagrodzenie brutto w tej
firmie.

b) Podaj, jaki procent pracownikéw zarabia
wiecej, niz wynosi $rednie wynagrodzenie w tej
firmie.

c) Od przysztego miesigca kazdy pracownik ma
zarabiaé o 100 zt wiecej, niz w tym miesigcu.
Oblicz sredni procent, o jaki planowany jest
wzrost wynagrodzen w tej firmie.

Wyniki podaj w przyblizeniu dziesietnym,

z doktadnoscig do 0,1%.

Zadanie 5.
Oblicz (bez uzycia kalkulatora) przyblizong

wartos¢ potegi: 0,0001’£,jeéli NG ~ 2,25

Zadanie 6.
Wykaz, ze jedlia+b=1ia’>+b*=5, to
a*+b*=17.

Zadanie 7.
Wykaz, stosujac dowdd nie wprost, ze jesli liczby

a i b sg dodatnie, to Ja+Jb>Ja+b.

Zadanie 8.
Wykaz, ze je$lix+y=6,x € Riy € R,
tox*+y*>18.

Zadanie 9.

Wykaz, ze jeslia>2ib< 4, to a—2b+4<b+20.

Zadanie 10.
Niech log2=ailog 3 = b. Wyraz zapomocgaib
wyrazenie: log 8 - logsb.

Zadanie 11.

Na wycieczke w gory pojechato 21 oséb

o $redniej wieku 23 lata. Srednia ta wzrosta do
24 lat, po doliczeniu wieku przewodnika, ktory
dotaczyt do wycieczki w Zakopanem. lle lat miat
przewodnik?
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4. Geometria ptaska — pojecia wstepne

Tematyka zajeé:

¢ Punkt, prosta, odcinek, pdtprosta, kat, figura wypukta, figura ograniczona

e tamana. Wielokat. Wielokat foremny

e Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie, odlegto$¢ punktu od prostej, odlegto$¢ miedzy prostymi réwnolegtymi, symetralna

odcinka, dwusieczna kata

¢ Dwie proste przeciete trzecig prostg. Suma katéw w wielokgacie
¢ (R) Wektor na ptaszczyznie (bez uktadu wspétrzednych)

¢ (R) Wybrane przeksztatcenia ptaszczyzny, cz.1

¢ (R) Wybrane przeksztatcenia ptaszczyzny, cz.2

e Twierdzenie Talesa
e Okrag i koto
e Katyikota

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna figury podstawowe (punkt, prosta,
ptaszczyzna, przestrzen) i potrafi zapisac relacje
miedzy nimi;

— zna pojecie figury wypuktej i wklestej; potrafi
poda¢ przyktady takich figur;

— zna pojecie figury ograniczonej i figury
nieograniczonej, potrafi podaé przyktady takich
figur;

— umie okreslié¢ potozenie prostych na
pfaszczyzinie;

— rozumie pojecie odlegtosci, umie wyznaczy¢
odlegtos¢ dwdch punktow, punktu od prostej,
dwéch prostych rownolegtych;

— zna okredlenie kata i podziat katéw ze wzgledu
na ich miare;

— zna pojecie katéw przylegtych i katéw

Uczen:

— potrafi zapisa¢ miare stopniowg kata, uzywajac
minut i sekund;

— zna pojecie famanej, tamanej zwyczajnej,
famanej zwyczajnej zamknietej;

— zna definicje wielokata;

— zna i potrafi stosowac wzér na liczbe
przekatnych wielokata;

— wie, jaki wielokat nazywamy foremnym;

— potrafi udowodnié twierdzenie dotyczace sumy
miar katow wewnetrznych wielokgta wypuktego;
— potrafi udowodnic¢, ze suma miar katow
zewnetrznych wielokata wypuktego jest stafta;

— zna definicje wektora na ptaszczyznie (bez
uktadu wspétrzednych);

— wie, jakie wektory sg rowne, a jakie przeciwne;
— potrafi wektory dodawac, odejmowac i mnozy¢

Uczen:

— potrafi rozwigzywaé nietypowe zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci dotyczgce
odcinkdéw, prostych, potprostych, katéw i két, w
tym z zastosowaniem poznanych twierdzen;
— zna i potrafi udowodnié¢ twierdzenie o
dwusiecznych katow przylegtych;

— umie udowodnic¢ twierdzenia o katach
sSrodkowych i wpisanych w koto;

— umie udowodnic twierdzenie o kacie
dopisanym do okregu;

— umie udowodni¢ wtasnosci figur
geometrycznych w oparciu o poznane
twierdzenia.
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wierzchotkowych oraz potrafi zastosowac
wtasnosci tych katdw w rozwigzywaniu prostych
zadan;

— zna pojecie dwusiecznej kata i symetralnej
odcinka, potrafi zastosowaé wtasnosé
dwusiecznej kata oraz symetralnej odcinka

w rozwigzywaniu prostych zadan,

— umie skonstruowa¢ dwusieczng danego kata
i symetralng danego odcinka;

— zna wiasnosci katéw utworzonych miedzy
dwiema prostymi réwnolegtymi, przecietymi
trzecig prostg i umie zastosowac je

W rozwigzywaniu prostych zadan; potrafi
uzasadnic réwnolegtos¢ dwdch prostych,
znajdujac réwne katy odpowiadajace;

— zna twierdzenie Talesa; potrafi je stosowac do
podziatu odcinka w danym stosunku, do
konstrukcji odcinka o danej dtugosci, do
obliczania dtugosci odcinka w prostych
zadaniach;

— zna twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Talesa i potrafi je stosowa¢ do uzasadnienia
réwnolegtosci odpowiednich odcinkdéw lub
prostych;

— zna wnioski z twierdzenia Talesa i potrafi je
stosowac w rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna definicje kota i okregu, poprawnie
postuguje sie terminami: promien, srodek
okregu, cieciwa, Srednica, fuk okregu;

— potrafi okresli¢ wzajemne potozenie prostej

i okregu;

—zna definicje stycznej do okregu;

— zna twierdzenie o stycznej do okregu i potrafi
je wykorzystywac przy rozwigzywaniu prostych

przez liczbe;

— zna prawa dotyczgce dziatan na wektorach;

— potrafi stosowaé wiedze o wektorach

W rozwigzywaniu zadan geometrycznych;

— zna definicje przeksztatcenia geometrycznego;
— wie, co to jest punkt staty przeksztatcenia
geometrycznego;

— wie, jakie przeksztatcenie geometryczne jest
tozsamosciowe;

— wie, jakie przeksztatcenie geometryczne jest
izometrig;

— zna definicje i wtasnosci takich przeksztatcen
izometrycznych, jak: przesuniecie réwnolegte

o wektor, symetria osiowa wzgledem proste;j,
symetria Srodkowa wzgledem punktu;

— wie, co to jest o$ symetrii figury (figura
osiowosymetryczna);

— wie, co to jest srodek symetrii figury (figura
Srodkowosymetryczna);

zna przeksztatcenia nieizometryczne — rzut
rownolegty na prostg oraz powinowactwo
prostokatne;

— potrafi skonstruowac styczng do okregu,
przechodzacy przez punkt lezgcy w odlegtosci
wiekszej od srodka okregu niz dtugosé promienia
okregu; potrafi skonstruowac styczng do okregu
przechodzacga przez punkt lezacy na okregu;

— wie, co to jest kat dopisany do okregu; zna
twierdzenie o katach wpisanym i dopisanym do
okregu, opartych na tym samym tuku;

— potrafi rozwigzywac zadania o Srednim stopniu
trudnosci dotyczace okregdw, stycznych, katéow
srodkowych, wpisanych i dopisanych, z zastoso-
waniem poznanych twierdzen;
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zadan;

— zna twierdzenie o odcinkach stycznych i potrafi
je stosowaé w rozwigzywaniu prostych zadan;

— umie okresli¢ wzajemne potozenie dwdch
okregéw;

— postuguje sie terminami: kat wpisany w koto,
kat srodkowy kota; zna twierdzenia dotyczace
katéw wpisanych i Srodkowych i umie je
zastosowac przy rozwigzywaniu prostych zadan.

— potrafi rozwigzywac zadania ztozone,
wymagajgce wykorzystania réwnoczesnie kilku
poznanych witasnosci.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Punkt C dzieli odcinek AB dtugosci 24 cm na dwa
odcinki, ktérych stosunek dtugosci jest rowny

6 : 2. Jaka jest dtugos$¢ kazdego z odcinkow?

Zadanie 2.
Rdéznica miar dwéch katéw przylegtych wynosi
21°. Oblicz miary tych katow.

Zadanie 3.
Na ptaszczyznie dane sg punkty: A, B, P, Q, przy

czymA =B, |AP|= /12 ¢cm, |BP|=3 V2 em,
49 ,
|AQ| = ? cm, |BQ| = 5,(4) cm. Sprawdyz, czy

punkty P, Q nalezg do symetralnej odcinka AB.
Z jakiej wtasnosci symetralnej skorzystasz?

Zadanie 4.

Dany jest odcinek dtugosci a. Podziel ten
odcinek:

a) na 5 odcinkéw réwnej dtugosci;

b) w stosunku 2 : 7.

Zadanie 1.
W szesciokgcie foremnym ABCDEF dane s3a:
A_é:E: AF=b. Wyraz wektory E,B?,E za

pomoca wektoréwa oraz b.

Zadanie 2.
Wykaz, korzystajac z dziatan na wektorach, ze
symetria Srodkowa jest izometria.

Zadanie 3.

Cieciwy AB i CD przecinaja sie pod katem 36°.
Wyznacz katy Srodkowe, odpowiadajgce tukom
ACi BD, jezeli stosunek ich dtugosci wynosi
1:3.

Zadanie 4.

Zadanie 1.

Uzasadnij, korzystajac z wiadomosci

o wektorach, ze odcinek faczacy srodki
przekatnych dowolnego trapezu jest rownolegty
do podstaw i jego dtugosc jest rowna potowie
roznicy dtugosci podstaw.

Zadanie 2.

Wykaz, ze prawdziwe jest twierdzenie:
Jesliistnieje okrag, ktory jest styczny do
wszystkich bokow czworokata wypuktego, to
sumy dtugosci dwdch przeciwlegtych bokéw tego
czworokata s sobie rowne.

Zadanie 3.

Wykaz, ze jesli przez wszystkie wierzchotki
czworokata wypuktego mozna poprowadzic¢
okrag, to sumy miar przeciwlegtych katow
czworokata sg rowne 180°.
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Zadanie 5.

W trapezie ABCD, AB || CD, mamy dane:
|AB| =12 cm, |CD|=7 cm, |AD| =8 cm. O ile
nalezy wydtuzy¢ ramie AD, aby przecieto sie
z przedtuzeniem ramienia BC?

Zadanie 6.

Miara kata utworzonego przez dwa promienie
okregu wynosi 146°. Oblicz miare kata, ktéry
tworzg styczne poprowadzone przez korice tych
promieni.

Zadanie 7.
Wyznacz miary katéw tréjkata ABC.
¢

Zadanie 8.
Dany jest okrag o srodku w punkcie O

i promieniu 2 oraz prosta k, ktdrej odlegtos¢ od
punktu O jest réwna 4a — 3.

Wyznacz a tak, aby prosta k byta:
a) styczng do okregu o(0, 2);
b) sieczng okregu o(0, 2);

c) roztaczna z okregiem o(0O, 2).

Do danego okregu poprowadzono styczna tak, ze
konce A i B Srednicy AB tego okregu sg odlegte
od stycznej o 25 cm i 15 cm. Oblicz dtugosé
Srednicy AB.

Zadanie 5.

Katy AOC i BOD s3 katami wierzchotkowymi.
Wykaz, ze przedtuzenie dwusiecznej kata AOC
jest dwusieczng kata BOD.

Zadanie 6.

W tréjkacie ABC poprowadzono trzy proste
rownolegte do podstawy AB, dzielgce bok BC na
cztery odcinki rownej dtugosci. Suma dtugosci
odcinkéw tych prostych zawartych w tréjkacie
ABC jest 0 6 dm wieksza od dtugosci podstawy
AB. Oblicz |AB|.

Zadanie 7.
Prosta k jest styczna do okregu. Oblicz miare kata
a dopisanego do okregu:

Zadanie 8.

Dane sg dwa okregi o(A, r1), o(B, r,) takie, ze
ri=3k+1,r,=2k+3, |AB| = 6k — 3. Okresl
potozenie okregdw, w zaleznosci od parametru k.

Zadanie 4.

Punkt D lezy na fuku BC wewnatrz tréjkata ABC.
Wykaz, ze suma |£ZABD| + | LACD| jest stata
(tzn. nie zalezy od potozenia punktu D na tuku
BC). Czy teza zadania bedzie prawdziwa, jesli
punkt D bedzie lezat na tuku BC na zewnatrz
tréjkata ABC?
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Zadanie 9.

Z punktu zewnetrznego A poprowadzono styczne

AB i AC do okregu o srodku w punkcie O

(B, C— punkty stycznosci). Wykaz, ze jesli miara
kata miedzy stycznymi rowna sie mierze kata
zawartego miedzy promieniami
poprowadzonymi ze sSrodka kota do punktéw
stycznosci, to czworokat ABOC jest kwadratem.

5. Geometria ptaska — trdjkaty

Tematyka zajeé:

e Podziat trojkatéw. Suma katdéw w trojkacie. Nierédwnosc tréjkata. Odcinek tgczacy srodki dwdch bokdéw w trojkacie
e Twierdzenie Pitagorasa. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
e Wysokoéci w tréjkacie. Srodkowe w tréjkacie

e Symetralne bokéw tréjkata. Okrag opisany na tréjkacie

¢ Dwusieczne katow tréjkata. Okrag wpisany w tréjkat

e Przystawanie tréjkgtow
¢ Podobienstwo tréjkatéw
(R) Twierdzenie o stycznej i siecznej

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna podziat tréjkatow ze wzgledu na boki

i katy;

— wie, ile wynosi suma miar kagtéw w tréjkacie

i w czworokacie;

— zna warunek na dtugos¢ odcinkéw, z ktorych
mozna zbudowac tréjkat;

— zna twierdzenie dotyczace odcinka taczacego
Srodki dwdch bokdéw trojkata i potrafi je

Uczen:

— zna zalezno$ci miedzy bokami w tréjkacie
(nierdwnosci tréjkata) i stosuje je przy
rozwigzywaniu zadan;

— potrafi udowodni¢ twierdzenie o odcinku
taczgcym srodki bokdw w tréjkacie;

—zna i umie zastosowaé w zadaniach wtasnos¢
wysokosci w tréjkacie prostokatnym,
poprowadzonej na przeciwprostokatna;

Uczen:

— potrafi rozwigzywac zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci, dotyczacych tréjkatéw,

z wykorzystaniem poznanych twierdzen;

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie o sSrodkowych
w trojkacie;

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie dotyczace
wysokosci w tréjkacie prostokatnym,
poprowadzonej na przeciwprostokatna.
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zastosowad w rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna twierdzenie Pitagorasa i umie je
zastosowadé w rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa i wykorzystuje je do sprawdzenia, czy
dany trojkat jest prostokatny;

— umie okresli¢ na podstawie dtugosci bokéw
tréjkata, czy tréjkat jest ostrokatny, czy
rozwartokatny;

— umie narysowac wysokosci w tréjkacie i wie, ze
wysokosci (lub ich przedtuzenia) przecinajg sie
w jednym punkcie;

— zna twierdzenie o srodkowych w tréjkacie oraz
potrafi je zastosowac przy rozwigzywaniu
prostych zadan;

— zna pojecie Srodka ciezkosci tréjkata;

— zna twierdzenie o symetralnych bokéw

w trojkacie;

— wie, ze punkt przeciecia symetralnych bokow
tréjkata jest sSrodkiem okregu opisanego na
tréjkacie i potrafi skonstruowac ten okrag;

— zna twierdzenie o dwusiecznych katéw

w trojkacie;

— wie, ze punkt przeciecia sie dwusiecznych
katéw w tréjkacie jest Srodkiem okregu
wpisanego w ten trojkat i potrafi skonstruowac
ten okrag;

— zna i stosuje przy rozwigzywaniu prostych
zadan wtasnosci trojkata rownobocznego:
dtugos$é wysokosci w zaleznosci od dtugosci
boku, dtugos¢ promienia okregu opisanego na
tym tréjkacie, dtugosé promienia okregu
wpisanego w ten trojkat;

—zna i stosuje wiasnosci trojkata prostokatnego:

— potrafi obliczy¢ dtugos¢ promienia okregu
wpisanego w trdjkat rownoramienny i dtugosc
promienia okregu opisanego na trojkacie
rownoramiennym, majac dane dtugosci bokow
tréjkata;

— potrafi udowodni¢ proste wtasnosci trojkgtow,
wykorzystujac cechy przystawania tréjkatow;

— potrafi uzasadni¢, ze symetralna odcinka jest
zbiorem punktéw ptaszczyzny rownoodlegtych
od koncéw odcinka;

— potrafi uzasadnic, ze kazdy punkt nalezacy do
dwusiecznej kata lezy w réwnej odlegtosci od
ramion tego kata;

— potrafi udowodni¢ twierdzenie o symetralnych
bokoéw i twierdzenie o dwusiecznych katéw

w trojkacie;

— umie udowodni¢ twierdzenie o odcinkach
stycznych;

— potrafi rozwigzywac zadania o Srednim stopniu
trudnosci dotyczgce okregéw wpisanych w tréj-
kat i okregdw opisanych na tréjkacie;

— potrafi stosowaé cechy podobieristwa
tréjkatéw do rozwigzania zadan z wykorzysta-
niem innych, wczesniej poznanych wtasnosci;

— potrafi rozwigzywac zadania o srednim stopniu
trudnosci dotyczgce tréjkatdw, z zastosowaniem
poznanych do tej pory twierdzen;

— zna twierdzenie o stycznej i siecznej oraz
potrafi je stosowac w rozwigzywaniu zadan
geometrycznych.

— potrafi udowodni¢ twierdzenie o stycznej
i siecznej.
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suma miar katow ostrych tréjkata, dtugosc
wysokosci w tréjkgcie prostokgtnym
rownoramiennym w zaleznosci od dtugosci
przyprostokatnej; dtugos¢ promienia okregu
opisanego na tréjkacie i dtugos¢ promienia
okregu wpisanego w tréjkat w zaleznosci od
dtugosci bokow tréjkata, zaleznosé miedzy
dtugoscig Srodkowej poprowadzone;j

z wierzchotka kata prostego a dtugoscia
przeciwprostokatnej;

— zna podstawowe wtasnosci trojkata
rownoramiennego i stosuje je przy
rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna trzy cechy przystawania tréjkatéw i potrafi
je zastosowad przy rozwigzywaniu prostych
zadan;

— zna cechy podobienistwa tréjkatow; potrafi je
stosowac do rozpoznawania trojkgtow
podobnych i przy rozwigzaniach prostych zadan;
— umie obliczy¢ skale podobienistwa tréjkatow
podobnych.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

W tréjkacie réwnoramiennym kat przy
podstawie jest dwa razy wiekszy niz kat przy
wierzchotku. Wyznacz katy tego trojkata.

Zadanie 2.

Wielkos$¢ telewizora wyraza sie dtugoscia
przekatnej ekranu mierzonej w calach (1 cal =

= 2,54 cm). Oblicz, ile cali ma telewizor, ktorego
wymiary ekranu wynoszg 42 cm na 31,5 cm.
Wynik podaj z dokfadnosciag do 1 cala.

Zadanie 1.

Dwa boki tréjkata majg dtugos¢ 1 cmi4 cm.
Oblicz obwadd tego tréjkata, jezeli wiadomo, ze
dtugos¢ trzeciego boku wyraza sie liczba
naturalng.

Zadanie 2.

W trdjkacie prostokatnym ABC przedtuzono
przeciwprostokatng AB i obrano na
przedtuzeniach punkty D i E tak, ze |AD| = |AC|
oraz |BE| = |BC|. Oblicz miare kata DCE.

Zadanie 1.

Wykaz, ze suma odlegtosci dowolnego punktu
ptaszczyzny od wierzchotkdw czworokata jest
wieksza od potowy obwodu tego czworokata.

Zadanie 2.

W trdjkacie rownoramiennym wysokos¢
opuszczona na podstawe jest réwna odcinkowi,
ktdry tgczy sSrodek podstawy ze srodkiem
ramienia. Podstawa tréjkata ma dtugosé a. Jaka
dtugos¢ ma wysokos¢ opuszczona na podstawe?
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Zadanie 3.
Dane sg odcinki dtugosci a, b oraz c. Skonstruuj

\/EGC
J2b

odcinek dtugosci:

Zadanie 4.
Czy ponizsze tréjkaty sg przystajgce? Odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 5.

W tréjkacie ABC dane sg dtugosci bokow:

|AB| =12 cm, |BC| = 8 cm, |AC| = 10 cm. Punkt D
dzieli bok AB na takie dwa odcinki, ze

|AD| : |DB| = 3 : 5. Przez punkt D poprowadzono
prostg rownolegta do boku AC, ktdra przecieta

bok BC w punkcie E. Oblicz dtugosci odcinkéw:

CE, BEi DE.

Zadanie 6.

W tréjkacie prostokatnym wysokosé
poprowadzona na przeciwprostokatng ma
dtugos¢ 4 cm. Spodek tej wysokosci lezy w

odlegtosci 1% cm od $rodka okregu opisanego
na tréjkacie. Oblicz:

a) dtugos¢ promienia okregu opisanego na tym
tréjkacie;

b) dtugos¢ bokdéw tego tréjkata.

Zadanie 7.
W tréjkat prostokatny rownoramienny wpisano

Zadanie 3.

W tréjkacie boki majg dtugosé: 17 cm, 25 cm,
28 cm.

a) Sprawdz, czy ten trojkat jest ostrokatny,
prostokatny czy rozwartokatny.

b) Oblicz dtugos¢ wysokosci poprowadzonej na
najdtuzszy bok.

c) Podaj dtugos¢ odcinkdw, na jakie spodek
wysokosci podzielit najdtuzszy bok tréjkata.

Zadanie 4.

Udowodnij, ze w trdjkgcie rownoramiennym
dwusieczne katow przy podstawie sg rownej
dtugosci.

Zadanie 5.

W trdjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne
majg dtugos¢: |AB| = 32 cm, |AC| = 24 cm.
Symetralna boku BC przecina ten bok w punkcie
D, bok AB w punkcie E i przedtuzenie boku AC
w punkcie F. Udowodnij, ze tréjkat EBD jest
podobny do tréjkata EAF i oblicz skale tego
podobienstwa.

Zadanie 6.
Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC. Punkty P, Q,
R lezg na bokach tréjkata ABC (po jednym na
kazdym boku) w taki sposdb, ze kazdy bok
tréjkata PQR jest prostopadty do jednego boku
tréjkata ABC.
a) Wykaz, ze tréjkat PQR jest réwnoboczny.

|AB|
k —.

|PQ|

b) Wyznacz stosune

Zadanie 3.

Niech g, b, ¢ bedg dtugosciami bokéw

w dowolnym tréjkacie. Wykaz, ze prawdziwa jest
nieréwnoéé: a’ + b”> + ¢* < 2(ab + bc + ca).

Zadanie 4.

Dany jest tréjkat ABC, w ktdrym

|AB| = |AC| oraz | ZABC| = 3| £BAC|. Wykaz, ze
jezeli potproste BK™ i BL™ dzielg kat ZABC na

trzy réwne czeéci (|£LBC| = %|AABC|), to tréjkaty
BCL, BCK, BKA sg rownoramienne.

Zadanie 5.

Okregi o promieniach dtugosci 2 cm i3 cm sg
styczne zewnetrznie w punkcie A. Znajdz
odlegtos¢ punktu A od prostej, do ktorej nie
nalezy punkt A, a ktdra jest styczna jednoczesnie
do obu okregéw.
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dwa okregi, styczne zewnetrznie do siebie, kazdy
o promieniu 1 cm (jak na rysunku ponizej).

Oblicz obwadd tego trojkata.

Zadanie 7.

Dany jest okrag o promieniu 3. Z punktu P
oddalonego od srodka okregu o 5 poprowadzono
styczng do okregu oraz sieczng przecinajaca
okragg w punktach A i B tak, ze |BP| : |AP| =3:2.
Oblicz dtugos¢ odcinka AB.

6. Trygonometria

Tematyka zajec:
[ ]
[ )
¢ Kat skierowany

Wzory redukcyjne
(R) Twierdzenie sinusow
(R) Twierdzenie cosinusow

Okreslenie sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa w trdjkacie prostokatnym
Wartosci sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa dla katéw 30°, 45°, 60°

Sinus, cosinus, tangens i cotangens dowolnego kata
Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi obliczyé wartosci funkcji
trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie
prostokatnym o danych dtugosciach bokdw;

— potrafi korzystaé z przyblizonych wartosci
funkcji trygonometrycznych (odczytanych z tablic
lub obliczonych za pomocg kalkulatora);

— zna wartosci funkcji trygonometrycznych

Uczen:

—zna pojecie kata skierowanego;

— wie, co to jest miara gtéwna kata
skierowanego i potrafi jg wyznaczy¢ dla
dowolnego kata;

— zna definicje sinusa, cosinusa, tangensa

i cotangensa dowolnego kata;

— umie podac znaki wartosci funkcji trygono-

Uczen:

— potrafi udowodni¢ twierdzenie sinuséw;

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie cosinuséw;

— potrafi rozwigzywac zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci, wymagajace niekonwencjo-
nalnych pomystow i metod.

24




katow o miarach 30°, 45°, 60°;

— potrafi rozwigzywad trojkaty prostokatne;

— potrafi oblicza¢ wartosci wyrazen
zawierajgcych funkcje trygonometryczne katéw
o miarach 30°, 45°, 60°;

— zna definicje sinusa, cosinusa, tangensa

i cotangensa dowolnego kata wypuktego;

— potrafi wyznaczy¢ (korzystajgc z definicji)
wartosci funkcji trygonometrycznych takich
katéw wypuktych, jak: 120°,135°, 150°;

— zna znaki funkcji trygonometrycznych katow
wypuktych, réznych od 90°; zna wartosci funkgji
trygonometrycznych ( o ile istniejg) katow

o miarach: 0°, 90°, 180°;

— potrafi obliczy¢ wartosci pozostatych funkgji
trygonometrycznych kata wypuktego, gdy dana
jest jedna z nich;

— zna i potrafi stosowac¢ podstawowe tozsamosci
trygonometryczne (w odniesieniu do kata
wypuktego):

sina

sinffa+cos’a=1,tg a= Jtga-ctg a=1;

oso
— zna wzory redukcyjne dla kata 90° — ¢, 90° + &
oraz 180° — ¢;
— potrafi stosowac¢ poznane wzory redukcyjne
w obliczaniu wartosci wyrazen;
— potrafi zastosowaé poznane wzory redukcyjne
w zadaniach geometrycznych;
— potrafi zbudowad kat wypukty znajgc wartosé
jednej z funkcji trygonometrycznych tego kata.

metrycznych w poszczegdlnych éwiartkach;

— potrafi obliczyé, na podstawie definicji,
wartosci funkcji trygonometrycznych katow:
210°, 240°, 315°, 330° itd.;

—umie zbudowac w uktadzie wspétrzednych
dowolny kat o mierze ¢, gdy dana jest wartos¢
jednej funkcji trygonometrycznej tego kata;
—zna i potrafi stosowac podstawowe tozsamosci
trygonometryczne (dla dowolnego kata, dla
ktorego funkcje trygonometryczne sg okreslone)
—zna i potrafi stosowaé wzory redukcyjne;

— potrafi dowodzi¢ rézne tozsamosci trygono-
metryczne;

— zna twierdzenie sinusow i potrafi je stosowac
w zadaniach geometrycznych;

— zna twierdzenie cosinuséw i potrafi stosowac je
w zadaniach geometrycznych;

— potrafi rozwigzywacd zadania o $srednim stopniu
trudnosci, wykorzystujac takze wczesniej
poznang wiedze o figurach geometrycznych.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Oblicz wartos¢ wyrazenia:
sin 30° - cos 60 ° + tg 45° - ctg 30°.

Zadanie 2.

W tréjkacie prostokatnym ABC dane s3: dtugosc
przeciwprostokatnej |BC| = V146 cm oraz
dtugosc¢ przyprostokatnej |AB| =5 cm.

a) Oblicz dtugosc¢ drugiej przyprostokatnej.

b) Oblicz miary katéw ostrych tréjkata (skorzystaj
z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych).
¢) Oblicz dtugos¢ wysokosci trojkata
poprowadzonej na przeciwprostokatng oraz
cosinus kata, jaki tworzy ta wysokos¢ z krétsza
przyprostokatna.

Zadanie 3.

Kat wzniesienia wiezy, zmierzony w odlegtosci
80 m od jej podstawy, ma miare 48°. Jakg wyso-
kos$¢ ma wieza?

Zadanie 4.
Wyznacz, korzystajac z definicji, wartosci funkcji
trygonometrycznych kata 120°.

Zadanie 5.

Oblicz, stosujagc odpowiednie wzory redukcyijne,
wartos¢ wyrazenia:

a) sin 135° + tg 120° - cos 150°

b) sin*17° + sin*73° — cos 120°.

Zadanie 1.
Zbuduj kat o mierze o takiej, ze
a)sinoc:—i b)tga:—ﬁ.

12
Wyznacz pozostate wartosci funkcji trygono-
metrycznych kata a.

Zadanie 2.
Postugujac sie wzorem cos2a = 1 — 2sin’a, oblicz
sin 15°.

Zadanie 3.

W tréjkacie prostokatnym a, b oznaczajg dtugosci
przyprostokatnych, « jest miarg kata lezagcego
naprzeciw przyprostokatnej dtugosci a. Wiedzac,

. _W2
Ze cos ¢ = —, oblicz:
10

a) tangens «;

02

a’ - b?

b) warto$é wyrazenia: +

a+b

Zadanie 4.
Sprawdz, czy réwnos¢

cosa +tga 1 . . L
= jest tozsamoscia

+
sinacosa  sina  cos’a

trygonometryczna. Podaj konieczne zatozenia.

Zadanie 5.
Oblicz wartosé wyrazenia:
sin 960° - tg 420° — cos 1410°.

Zadanie 1.

Wiedzac, ze

_ 1

- T
V2

a)|sin a—cos «|,

b) sin*a + cos’;

¢) sin*a + cos*a.

sina + cos o oblicz:

Zadanie 2.

Balon wznosi sie pionowo. W chwili, gdy znajduje
sie na wysokosci h metréw nad ziemig, osoba
lecaca balonem mierzy kat depresji o
przedmiotu znajdujacego sie na ziemi. Po
uptywie t sekund powtarza pomiar i otrzymuje
kat f. Z jaka $rednig predkoscig v wznosi sie
balon?

Zadanie 3.
Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sg dtugosciami bokow
+c

tréjkata oraz a< b , to miary katow

a, B, 7 lezacych naprzeciw tych bokdw,
By

spetniajg nierownosé o < .
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Zadanie 6.
Oblicz, bez uzycia tablic i kalkulatora:
tg 30° - tg 40° - tg 130°.

Zadanie 7.

Niech a, B, yoznaczajg miary katéw dowolnego
tréjkata. Wykaz, ze prawdziwa jest zaleznos$é:

. a +
sm—=cosu.

Zadanie 8.
Zbuduj kat o mierze o, a € (90°, 180°) takiej, ze

a) sin aZE b)ctg a=-4.

Wyznacz pozostate wartosci funkcji trygono-
metrycznych kata a.

Zadanie 9.

. )y . . 5sina—-4cosa
Oblicz wartos¢ wyrazenia —————

3cosa +8sina

. . 2
wiedzac, zetg a = 3

Zadanie 6.

Oblicz dtugos¢ srodkowej CD w tréjkacie ABC,
jesli dane sg dtugosci bokow trojkata: a = 5,
b=6,c=10.

Zadanie 7.

W tréjkacie ABC dane sg dtugosci bokdw:

a= 2\/5, b:S\E, c=3—\/§ . Wyznacz miare
najwiekszego kata tego tréjkata oraz promien
kota opisanego na tym trdjkgcie.

Zadanie 8.

W pewnym tréjkacie miary katow o, S, ¥
spetniaja warunek: sin’a — sin’8= sin’y.
Wykaz, ze tréjkat ten jest prostokatny.

7. Geometria ptaska — pole kota, pole trojkata

Tematyka zaje¢:

¢ Pole figury geometrycznej

e Pole tréjkata, cz. 1

¢ Pole tréjkata, cz. 2

¢ Pola tréjkatow podobnych

¢ Pole kota, pole wycinka kota

(R) Zastosowanie pojecia pola w dowodzeniu twierdzen
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Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:
— rozumie pojecie pola figury; zna wzdr na pole
kwadratu i pole prostokata;
— zna nastepujace wzory na pole tréjkata:

2
a f , gdzie a — dtugosé boku tréjkata
réwnobocznego

1
P:Ea'ha,

p=

P=a-b -sin y gdzie y € (0°, 180°)
_ abc

Ty

P:%p.r’gdziep:Lb—i_c

P=./p(p—a)(p—b)(p—c), gdzie p = %b“ ;

— potrafi rozwigzywac proste zadania
geometryczne dotyczace tréjkatéw,
wykorzystujgc wzory na pole tréjkata i poznane
wczesniej twierdzenia;

— potrafi obliczy¢ wysokosé tréjkata, korzystajac
ze wzoru na pole;

— potrafi rozwigzywad proste zadania
geometryczne dotyczace trojkatow,
wykorzystujac wzory na ich pola i poznane
wczesniej twierdzenia, w szczegdlnosci
twierdzenie Pitagorasa oraz wtasnosci okregu
wpisanego w tréjkat i okregu opisanego na
tréjkacie;

— zna twierdzenie o polach figur podobnych;
potrafi je stosowac przy rozwigzywaniu prostych

Uczen:
— potrafi wyprowadzi¢ wzér na pole tréjkata

. . 1 .
rownobocznego i wzory: P = Ea b -siny,

a+b+c

p= %p.r,gdziepz , e wWzoru

1

pP= Eaha;

— potrafi rozwigzywac zadania geometryczne

o $rednim stopniu trudnosci, stosujgc wzory na
pola tréjkatéw, w tym réwniez z wykorzystaniem
poznanych wczesniej wtasnosci trojkatéw;

— potrafi rozwigzywaé zadania geometryczne,
wykorzystujac cechy podobienstwa tréjkatow,
twierdzenie o polach figur podobnych;

— rozwigzuje zadania dotyczace tréjkatow,

w ktérych wykorzystuje twierdzenia poznane
wczesniej ( tw. Pitagorasa, tw. Talesa,

— tw. sinusow, tw. cosinusow, twierdzenia

o katach w kole, itp.)

— potrafi dowodzié twierdzenia, w ktérych
wykorzystuje pojecie pola.

Uczen:

— potrafi udowodnié¢ twierdzenie Pitagorasa oraz
twierdzenie Talesa z wykorzystaniem pdl
odpowiednich tréjkatéw;

— potrafi rozwigzywaé nietypowe zadania
geometryczne o podwyzszonym stopniu
trudnosci z wykorzystaniem wzoréw na pola
figur i innych twierdzen.
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zadan;

— zna wzér na pole kota i pole wycinka kota; umie
zastosowacd te wzory przy rozwigzywaniu
prostych zadan;

— wie, ze pole wycinka kota jest wprost propor-
cjonalne do miary odpowiadajgcego mu kata
srodkowego kota i jest wprost proporcjonalne do
dtugosci odpowiadajgcego mu tuku okregu oraz
umie zastosowac te wiedze przy rozwigzywaniu
prostych zadan.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Z kawatka trojkatnego materiatu o obwodzie
1,12 m i polu 504 cm?® wycieto koto, styczne do
bokdéw tego tréjkata. Oblicz dtugosé promienia
wycietego kofa.

Zadanie 2.

Boki tréjkata maja dtugos¢ 21 cm, 17 cm, 10 cm.
Oblicz:

a) pole tréjkata;

b) dtugos$é promienia okregu wpisanego w ten
tréjkat;

c) dtugosé promienia okregu opisanego na tym
tréjkacie.

Zadanie 3.

W tréjkacie dwa boki majg dtugos¢ 12 cm

i 10 cm, zas kat zawarty miedzy tymi bokami ma
miare 150°. Oblicz pole tego tréjkata.

Zadanie 1.

W trdjkacie prostokatnym jedna z przyprostokat-
nych jest dwa razy krétsza od przeciwprostokat-
nej. Oblicz stosunek pola kota wpisanego w ten
tréjkat do pola kota opisanego na tym trdjkacie.

Zadanie 2.

W tréjkacie, ktérego pole jest réwne 27 cm?, dwa
boki majg dtugos¢ 18 cm i 6 cm.

a) Jakg miare ma kat zawarty miedzy tymi
bokami?

b) Oblicz dtugosc trzeciego boku trojkata.

c) Oblicz promien kota opisanego na tym
tréjkacie.

Pamietaj o rozwazeniu dwdch przypadkow.

Zadanie 3.

Na tréjkacie ABC, w ktérym |AC| = |BC|, opisano
okrag o srodku O i promieniu R =20 cm.
Wiedzac, ze | ZAOB| = 120°, oblicz pole tréjkata
oraz dtugo$¢ promienia okregu wpisanego w ten
tréjkat. Rozwaz dwa przypadki.

Zadanie 1.

W trdjkacie ABC poprowadzono srodkowe AD
oraz CE, ktére przeciety sie w punkcie M.
Wiedzac, ze |AD| - |CE|= V3 oraz

| ZMAC| + |ACM| = 60° wykaz, ze pole tréjkata
ABC wynosi 1.

Zadanie 2.

Wyznacz dtugosé boku c tréjkata, jesli dane sg
dtugosci a, b dwdch jego bokéw oraz wiadomo,
ze h, + h, = h,, gdzie h, hy, h. sg dtugosciami
wysokosci opuszczonych na odpowiednie boki
tego tréjkata.

Zadanie 3.

Wykaz, ze okrgg wpisany w tréjkat prostokatny
jest styczny do przeciwprostokatnej w punkcie
dzielgcym jg na dwa odcinki, ktérych iloczyn
dtugosci jest rowny polu tego trdjkata.
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Zadanie 4.

W tréjkacie prostokgtnym przyprostokgtne maja
dtugos$é 6 cm i 8 cm. Korzystajac ze wzoru na
pole tréjkata oblicz odlegtosé wierzchotka kata
prostego od przeciwprostokatnej.

Zadanie 5.

Kat wpisany w koto ma miare 45° i jest oparty na
tuku dtugosci 3w cm. Oblicz pole wycinka kota
wyznaczonego przez ten tuk.

Zadanie 6.

Tréjkat réwnoboczny A’'B'C’ jest podobny do tréj-
kata ABC w skali s = 3. Pole trojkata ABC jest
rowne 4 ﬁ cm?®. Oblicz dtugoé¢ boku tréjkata
A'B'C'.

Zadanie 4.

W tréjkacie rwnoramiennym podstawa ma
16 cm dtugosci, a ramie ma 17 cm dtugosci.
Oblicz odlegtosé sSrodka wysokosci poprowa-
dzonej na podstawe tréjkata od ramienia
tréjkata.

Zadanie 5.

Prosta rownolegta do podstawy AB tréjkata ABC,
przecinajaca ramiona AC i BC odpowiednio

w punktach D i E, dzieli ten tréjkat na dwie figury
o réwnych polach. W jakim stosunku (liczac od
wierzchotka C) dzieli ona ramiona tréjkata?

Zadanie 6.
W wycinek kota o promieniu 6 cm wpisano okrag
o promieniu 2 cm. Oblicz pole wycinka kota.

Zadanie 7.
W trdjkacie ABC dane s3:
| ZACB| =120°, |AC| =b, |BC| =a.
Wykaz, ze odcinek dwusiecznej kata ACB zawarty

w trojkacie ma dtugosé ﬂ.
a+b

Zadanie 4.
Wykaz, ze pole tréjkata wyraza sie wzorem:

b
= % , gdzie a, b, c oznaczajg dtugosci bokdéw

tréjkata, R — dtugosc promienia okregu
opisanego na tym trojkacie.

Zadanie 5.

W tréjkacie rozwartokgtnym ABC (kat BCA jest
rozwarty) dtugosci bokéw wynosza: |AB| =c,
|AC| =boraz |BC| =a,gdzie0O<a<b<c. Pole
tego tréjkata wynosi 3. Wykaz, ze |AC| > J6.
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8. Funkcja i jej wlasnosci

Tematyka zajeé:

¢ Pojecie funkcji. Funkcja liczbowa. Dziedzina i zbiér wartosci funkcji

¢ Sposoby opisywania funkcji

e Wykres funkcji

¢ Dziedzina funkcji liczbowej

e Zbidr wartosci funkgji liczbowej
¢ Miejsce zerowe funkgji

¢ (R) Réwnos¢ funkgji

¢ Monotonicznos¢ funkgji

¢ Funkcje réznowartosciowe

¢ (R) Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste

* (R) Funkcje okresowe

¢ (R) Najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji liczbowej

¢ Odczytywanie wiasnosci funkcji na podstawie jej wykresu

¢ Szkicowanie wykresow funkcji o zadanych wtasnosciach

e Zastosowanie wykresow funkcji do rozwigzywania réwnan i nierdwnosci.
e Zastosowanie wiadomosci o funkcjach do opisywania, interpretowania i przetwarzania informacji wyrazonych w postaci wykresu

funkcji

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi odréznic funkcje od innych przyporzad-
kowan;

— potrafi podawac przyktady funkcji;

— potrafi opisywac funkcje na rézne sposoby:
wzorem, tabelka, grafem, opisem stownym;

— potrafi naszkicowad wykres funkcji liczbowej
okreslonej stownie, grafem, tabelka, wzorem;

Uczen:

— potrafi okresli¢ dziedzine funkcji liczbowej
danej wzorem w przypadku, gdy wyznaczenie
dziedziny funkcji wymaga rozwigzania koniunkcji
warunkow, dotyczgcych mianownikéw lub
pierwiastkow stopnia drugiego, wystepujacych
we wzorze;

— potrafi obliczy¢ miejsca zerowe funkcji opisanej

Uczen:
— rozwigzuje zadania dotyczgce funkcji
o podwyzszonym stopniu trudnosci.
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— potrafi odréznic¢ wykres funkcji od krzywej,
ktora wykresem funkcji nie jest;
— zna wykresy funkgji, takich jak: y = x, y = x°,

1
y=X3,y=\/;,y=;}

— potrafi okresli¢ dziedzine funkcji liczbowej
danej wzorem (w prostych przypadkach);

— potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji
liczbowej (w prostych przypadkach);

— potrafi obliczy¢ wartos¢ funkcji liczbowej dla
danego argumentu, a takze obliczyé argument
funkcji, gdy dana jest jej wartos¢;

— potrafi okresli¢ zbidr wartosci funkcji

w prostych przypadkach (np. w przypadku, gdy
dziedzina funkcji jest zbiorem skoriczonym);

— potrafi na podstawie wykresu funkgcji liczbowej
odczytac jej whasnosci, takie jak:

— dziedzina funkcji

— zbidr wartosci funkcji

—miejsce zerowe funkcji

— argument funkcji, gdy dana jest wartos¢ funkc;ji
— wartos¢ funkcji dla danego argumentu

— przedziaty, w ktdrych funkcja jest rosnaca,
malejaca, stata

— zbidr argumentoéw, dla ktérych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie, ujemne,
niedodatnie, nieujemne

— najmniejszg oraz najwiekszg wartos¢ funkcji;

— potrafi interpretowac informacje na podstawie
wykresow funkcji lub ich wzoréw (np. dotyczace
réznych zjawisk przyrodniczych, ekonomicznych,
socjologicznych, fizycznych);

— potrafi przetwarza¢ informacje dane w postaci
wzoru lub wykresu funkcji;

— umie na podstawie wykreséw funkcji fi g

wzorem;
— wie, jakie funkcje nazywamy rownymi;

— zna definicje funkcji parzystej oraz nieparzystej;
— wie, jaka funkcje nazywamy okresowsg;

— potrafi poda¢ wtasnosci funkcji okresowej na
podstawie jej wykresu;

— potrafi zbada¢ na podstawie definicji, czy dane
funkcje sg réwne;

— potrafi zbadac na podstawie definicji
parzystos¢ (nieparzystosc¢) danej funkcji;

— potrafi zbadac na podstawie definicji
monotonicznos¢ danej funkcji;

— potrafi udowodni¢ na podstawie definicji
réoznowartosciowos¢ danej funkcji;

— potrafi wyznaczyé najmniejszg oraz najwieksza
wartosc¢ funkcji w przedziale domknietym;

— postuguje sie wykresami funkgcji:

y = reszta z dzielenia x przez 3, gdzie x € C,
y=sgnx,y=I[x],y=x-[x],y =max(5, |x]),

y =min (x, 2x + 1);

— potrafi stosowaé wiadomosci o funkcji do
opisywania zaleznosci w przyrodzie, gospodarce
i zyciu codziennym;

— potrafi podac opis matematyczny prostej sytu-
acji w postaci wzoru funkgcji;

— potrafi naszkicowaé wykres funkcji kawatkami
ciagtej na podstawie wzoru tej funkcji;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji kawat-
kami ciggtej omoéwié jej wtasnosci;

— potrafi naszkicowaé¢ wykres funkcji o zadanych
wtasnosciach.
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podac zbidr rozwigzan réwnania f(x) = g(x) oraz
nieréwnosci typu: f(x) < g(x), fix) = g(x).

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Dana jest funkcja okreslona za pomoca opisu
stownego: , Kazdej liczbie ze zbioru A={0, 1, 4, 9,
16} przyporzgdkowujemy pierwiastek
kwadratowy tej liczby”. Zapisz te funkcje za
pomoca wzoru, a nastepnie naszkicuj jej wykres
w prostokatnym uktadzie wspoétrzednych. Podaj
zbiér wartosci tej funkcji i jej miejsce zerowe.

Zadanie 2.

Dana jest funkcja o wzorze f(x) =

vl

a) Okresl dziedzine tej funkgji.

b) Czy funkcja ta posiada miejsce zerowe?
Odpowiedz uzasadnij.

c) Oblicz wartos¢ funkcji dla argumentu (—9).

Zadanie 3.
Ponizej podany jest dobowy wykres
temperatury.
rl°c]
4
3
2
1 /\ t [godz..
201234567389 191112231415161?1W4'
=g
-3
4
=

Odpowiedz na pytania:
a) W jakich godzinach dokonywano pomiaru?
b) W jakim przedziale mieszczg sie zanotowane

Zadanie 1.
a) Wyznacz dziedzine funkcji danej wzorem

fx) = 3oax + XL

X
XZ
b) Wyznacz miejsce zerowe funkcji o wzorze

f(x):w.
x -1

—X

Zadanie 2.

Naszkicuj wykres funkgcji, ktérej dziedzing jest
przedziat { -6, 6); zbiorem wartosci jest przedziat
(1, +); wykres funkcji jest symetryczny
wzgledem osi OY; funkcja jest rosngca w
przedziale ( =6, 0) oraz f(0) = 4. Czy istnieje tylko
jedna taka funkcja?

Zadanie 3.
Naszkicuj wykres i omow wtasnosci funkcji okres-

x? dla x<-2
x3 dla-1<x<1

Jx dla x>1

lonej wzorem: f(x) =

a) Oblicz wartosé funkcji f dla argumentu 3% .
b) Dla jakiego dodatniego argumentu a zachodzi

rownosc¢ f(a) = —f(-a)?

Zadanie 4.
W pewnym kraju obowigzuje system podatkowy

Zadanie 1.
Przedstaw funkcje okreslong wzorem
3
flx) = %, gdziex e R—{-3, 3},
X—
w postaci sumy funkcji parzystej i nieparzyste;j.

Zadanie 2.
Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem

3% +2x+3

fix) = X2 +1

rowng 4, a najmniejszg réwna 2.

przyjmuje najwiekszg wartos¢

Zadanie 3

Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem
fx) = 3 - 2x° jest

a) malejaca,

b) réznowartosciowa.
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temperatury?

¢) W jakich godzinach temperatura wyniosta 0°?
d) W jakich godzinach temperatura byta
dodatnia, a w jakich ujemna?

e) W jakich godzinach temperatura rosta,

a w jakich malata?

f) Jakg wartosé miata temperatura w godzinach
(12, 14)?

g) Jaka najnizszg wartos¢ wskazat termograf?

Zadanie 4.

Odlegtos¢ d [km] ustalonego kolarza peletonu od
mety w zaleznosci od czasu jazdy t [h] (od chwili
rozpoczecia wyscigu do chwili przejechania
mety) opisuje wzor:

d(t) = 180 — 45t.

a) lle godzin potrzeba, aby kolarz przejechat linie
mety wyscigu?

b) W jakiej odlegtosci od mety bedzie znajdowat
sie kolarz po 40 minutach jazdy?

¢) Po jakim czasie od startu kolarz bedzie
znajdowat sie 30 km od mety?

d) Jaka dtugosé ma etap wyscigu?

Zadanie 5.

Na podstawie wykreséw odpowiednich funkcji
rozwigz:

a) réwnanie x> =x

. . 1
b) nieréwnoséé =>x3.
X

opisany wzorem:

0 dla 0<x<800

0,05x — 40 dla 800 < x <2000
0,2x —340 dla x>2000

gdzie x — oznacza wysokos$¢ dochoddw rocznych
podatnika w dolarach, zas f(x) oznacza wysokos¢
podatku, jaki zobowigzany jest zaptaci¢ podatnik.
Oblicz, ktéry z podatnikdw zaptaci wiekszy
podatek i o ile procent wiekszy, jesli dochéd
roczny pierwszego z nich wynidst 1260 USD, zas
drugiego 3480 USD. Wynik podaj z doktadnoscia
do dwéch miejsc po przecinku.

flx) =

Zadanie 5.
Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja
okreslona wzorem:
a) f(x) = x* — 2x jest rosngca w zbiorze (1, +0);
b) f(x)= x=1 jest réznowartosciowa;

Xx+4

4x* —5x?
) fix) = —5——
x° =1

jest parzysta.

Zadanie 6.
Wyznacz najmniejszg oraz najwiekszg wartos¢
funkcji f(x) = (2x—3)* w przedziale (-4, 6).
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9. Przeksztatcenia wykresow funk

Tematyka zajeé:

Cji

¢ Podstawowe informacje o wektorze w uktadzie wspétrzednych
e Przesuniecie réwnolegte o wektor v = [p, gl

¢ Symetria osiowa wzgledem osi OX i osi OY
e Symetria srodkowa wzgledem punktu (0, 0)
(R) Wykres funkcji y = |f(x)]| orazy = f(|x])

(R) Powinowactwo prostokatne o osi OX i o osi OY
(R) Szkicowanie wykresow wybranych funkcji
(R) Zastosowanie wykresow funkcji do rozwigzywania zadan

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna okreslenie wektora i potrafi podac jego
cechy;

— potrafi obliczy¢ wspétrzedne wektora, majac
dane wspdtrzedne poczatku i korica wektora;

— potrafi obliczy¢ wspétrzedne poczatku wektora
(korica wektora), gdy dane ma wspétrzedne
wektora oraz wspotrzedne korica (poczatku)
wektora;

— potrafi wyznaczy¢ dtugos¢ wektora (odlegtos¢
miedzy punktami na ptaszczyznie kartezjanskiej);
— zna okreslenie wektoréw réwnych i wektoréw
przeciwnych oraz potrafi stosowac¢ wtasnosci
tych wektoréw przy rozwigzywaniu zadan;

— potrafi wykonywac dziatania na wektorach:
dodawanie, odejmowanie oraz mnozenie przez
liczbe (analitycznie);

— potrafi obliczy¢ wspétrzedne $srodka odcinka;

Uczen:

— zna wtasnosci dziatan na wektorach i potrafi je
stosowaé w rozwigzywaniu zadan o $rednim
stopniu trudnosci;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji y = f (x)
sporzadzi¢ wykresy funkcji: y = |f(x)|, y = f(|x]),
y=k-f(x),k#0orazy=flk-x), k#0;

— potrafi naszkicowa¢ wykres funkcji, ktérego
sporzadzenie wymaga kilku poznanych
przeksztatcen;

— potrafi przeprowadzi¢ dyskusje rozwigzan
rownania z parametrem f(x) = m, w oparciu

o wykres funkgji f;

— potrafi stosowac wtasnosci przeksztatcen
geometrycznych przy rozwigzywaniu zadan

o $rednim stopniu trudnosci.

Uczen:

— potrafi rozwigzywacé nietypowe zadania

(o podwyzszonym stopniu trudnosci), dotyczace
przeksztatcen wykreséw funkcji oraz wtasnosci
funkcji.
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— potrafi podac wspotrzedne punktu, ktéry jest
obrazem danego punktu w symetrii osiowej
wzgledem osi OX oraz osi OY;

— potrafi podac wspotrzedne punktu, ktéry jest
obrazem danego punktu w symetrii srodkowej
wzgledem punktu (0,0);

— potrafi poda¢ wspdtrzedne punktu, ktéry jest
obrazem danego punktu w przesunieciu
réwnolegtym o dany wektor;

— potrafi narysowaé wykres funkcji y = f(x) + g,
y=flx=p),y=fix—-p)+q, y=—fx), y = flx)
oraz y =—f(—x) w przypadku, gdy dany jest
wykres funkcji y = f(x); (potrafi narysowac
wykresy funkcji okreslonych wzorami, np.:

1
y=(x+3)% y=+Jx -4 ===

y:(x—l)z_ 51y=_ V—X,Yy*= 12+3)l
X_

— — umie podac¢ wihasnosci funkcji: y = f(x) + g,
y=fix=p), y=fix=p)+q,y==fx), y = fl-x),

— y = —f(—x) w oparciu o dane wtasnosci funkcji

y =flx);

— potrafi zapisa¢ wzor funkcji, ktorej wykres
otrzymano w wyniku przeksztatcenia wykresu
funkcji f przez symetrie osiowg wzgledem osi OX,
symetrie osiowg wzgledem osi OY, symetrie
srodkowa wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych, przesuniecie réwnolegte o dany
wektor.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Dane sg punkty: A(2,5), B(-4,6).

Zadanie 1.
Dany jest odcinek o koricach A(2, - 5), B(- 4, 7).
Wyznacz wspotrzedne punktu P, ktory dzieli odci-

Zadanie 1.
W jaki sposéb przeksztatci¢ wykres funkcji
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a) Wyznacz wspétrzedne wektora AB .

b) Oblicz dfugo$¢ wektora AB .
¢) Wyznacz wspotrzedne srodka odcinka AB.

Zadanie 2.
Dane sg wektory: a = [1,-1], b= [2,-1],
‘= [-5, —=7]. Wyznacz takie liczby rzeczywiste k,

I, aby k-a +1-b =2¢.

Zadanie 3.

W prostokatnym uktadzie wspétrzednych narysuj
odcinek AB, gdzie A(-2, 4), B(-5, —3), a nastepnie
wyznacz wspotrzedne koncéw obrazu tego
odcinka:

a) w symetrii wzgledem osi OX

b) w symetrii wzgledem osi OY

c) w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspot-
rzednych

d) w przesunieciu réwnolegtym o wektor

u = [1,-3].

Zadanie 4.

Dana jest funkcja f(x) = x*. Naszkicuj wykres
funkcji:

aly=x"+2; b)y=(x+1)}
d)y=(x—1)>*-4.

o)y =¢;

Zadanie 5.
Dany jest wykres funkcji y = f(x).

nek AB w taki sposdb, ze 1pBl_1 .
|AB| 3
Zadanie 2.
O jaki wektor nalezy przesunagc¢ réwnolegle
wykres funkcji fix) = vx — 3, aby otrzymac¢
wykres funkcji:
a)g(x) = vx +1
b)h(x) = Vx+27?

Zadanie 3.

Dana jest funkcja g(x) = 2x — 6. Jej wykres
powstat w wyniku przeksztatcenia wykresu
funkcji y = f(x) w symetrii srodkowej wzgledem
poczatku uktadu wspoétrzednych. Wyznacz wzor
funkcji f.

Zadanie 4.

Na podstawie wykresu funkcji f(x) = Jx
naszkicuj wykresy funkcji:
a)y=3—-+x+2

b)y=+v-x+2+1

Ay =|Vx-4|

®y=%ﬂﬂ

Zadanie 5.

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |x — 2|. Na podsta-
wie wykresu tej funkcji rozwigz:

a) réwnania: [x—2|=3; |[x—-2|=x

b) nieréwnosci: |x—2|<2; |x—2|>x’.

Zadanie 6.

fx) = L , aby otrzymac wykres funkcji
X

1
4x -3

+27?

g(x)=

Zadanie 2.

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = \/; -1,

a nastepnie na jego podstawie, sporzadz wykres
funkcji g(x) =4 - f(|—x + 1]). Podaj wzér funkcji g.

Zadanie 3.

Naszkicuj wykres funkcji g(x) = Hil ,
X —

a nastepnie:

a) podaj dziedzine i zbiér wartosci funkcji g
b) podaj przedziaty monotonicznosci funkcji g
c) wykaz, ze funkcja g jest parzysta

d) podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci

2
-1

Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m,
dla ktorych rownanie [3— | x=2||=m+7
ma wiecej rozwigzan dodatnich niz ujemnych.
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M; Funkcja y = f(x) jest okreslona w zbiorze R i jest

w]/\.-z okresowa o okresie podstawowym réwnym 6.

* Wyznacz okres podstawowy funkgji
e e I R e 2
-6 -5 —4 =3 -2 -1 Q__li\g 3456 g(x) =f(§x ).

xY

a) Napisz wzor funkcji g, ktérej wykres powstanie
w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f wzdtuz |Zadanie 7.

osi OX o0 4 jednostki w prawo. Jakie miejsca W oparciu o wykres odpowiedniej funkcji podaj
zerowe ma funkcja g? liczbe rozwigzan réwnania, w zaleznosci od
b) Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkcji h, wartosci parametru m:

ktorej wykres otrzymamy w wyniku
przeksztatcenia wykresu funkcji f w symetrii
wzgledem osi OX.

a) x=5/-2=m b) ‘1—2‘:m+4.
X
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